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❚❤✐s ♣❛♣❡r s❤♦✇s t❤❛t ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛ ♦❢ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ♦♥t♦ ❛ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
♠❛♣✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r✉❧❡s ♦♥ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥
❖✭✶✮ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠❛♣s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❤❡❧♣ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❡①✐st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❑❡②✇♦r❞s✿ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠❛♣✱ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳
✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t✇♦ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡s 1 ✐s ❛ ❢r❡q✉❡♥t q✉❡st✐♦♥ t❤❛t ♠❛②
❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤
s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ ❬✸❪✱ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s t❤✐s t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
✐♥✈❛r✐❛♥t ❜② ✉s✐♥❣ ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r✉❧❡s✳
❚❤✐s ♣❛♣❡r s❤♦✇s t❤❛t t❤❡s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ 2❉ ❣❡♥❡r✲
❛❧✐③❡❞ ♠❛♣ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❋✐rst❧②✱ ✇❡ ❡①❤✐❜✐t t❤❡ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦❧②❣♦♥❛❧
⋆ P❛♣❡r ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✫ ●❡✲
♦♠❡tr✐❝ ●r❛♣❤ ❚❤❡♦r②✱ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ◆♦t❡s ✐♥ ❉✐s❝r❡t❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✈♦❧✳ ✸✶✱ ♣♣✳
✷✽✼✲✷✾✷✱ ✷✵✵✽✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ❊❧s❡✈✐❡r✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t
❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❡♥❞♠✳✷✵✵✽✳✵✻✳✵✺✽
1 ❇② s✉r❢❛❝❡✱ ♠❡ ♠❡❛♥ ❝♦♠♣❛❝t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ 2✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦r✐❡♥t❛❜❧❡ ♦r ♥♦t✳
s❝❤❡♠❛t❛ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠❛♣s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝✉t✲❛♥❞✲
♣❛st❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❞❣❡ s❤✐❢t✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡
O(1) ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ tr❛♥s❢♦r♠s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✸❪✱ ✇❤✐❝❤
♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❬✸❪ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ♦♥t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠❛♣s✳
✷ ▲✐♥❦s ❇❡t✇❡❡♥ P♦❧②❣♦♥❛❧ ❙❝❤❡♠❛t❛ ❛♥❞ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞
▼❛♣s
❆ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❙ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②❣♦♥ P✱ ❝❛❧❧❡❞ ♣♦❧②❣♦✲
♥❛❧ s❝❤❡♠❛ ❬✶❪✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦r✐❡♥t❡❞ ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡s❡ ❡❞❣❡s
❛r❡ ♣❛✐r❡❞ ✉♣✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ ♣❛✐r❡❞ ❡❞❣❡s ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❙✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣♦❧②❣♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧②
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ✇♦r❞ ❲✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❣♦✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥✱ ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❧❡tt❡r ♣❡r ❡❞❣❡✳ ❚✇♦ ❡❞❣❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡tt❡r
✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❚❤✐s ❧❡tt❡r ✐s ✇r✐tt❡♥ ✉♥❞❡r ❛♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❜❛r
✐❢ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ ✐s ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ✭❡✳❣✳ a ❛♥❞ a✮✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♣♦❧②❣♦♥s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② r❡♣r❡s❡♥t ❛ s❛♠❡ s✉r✲
❢❛❝❡✱ ❜✉t ❛❧❧ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛ ❢♦r♠ t❤❛t
✐s ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❢✉❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳
❆ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠❛♣ ❬✷❪ ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t s♣❛❝❡
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s ♦❢ ❛♥② ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ❤❡r❡ ♦♥ ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✷❉ ❣❡♥❡r✲
❛❧✐③❡❞ ♠❛♣s ✭♦r 2G✲♠❛♣s✮✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧② s✉❝❤ ❛ 2G✲♠❛♣ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❞❡✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ s♣❧✐ts ♦❢ ❛ s✉r❢❛❝❡ ✐♥t♦ ❢❛❝❡s✱ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛ 2G✲♠❛♣ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❞❛rt✳ ❊❛❝❤ ❞❛rt ✐s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ❛ ✈❡rt❡①✱ ❛♥ ❡❞❣❡
❛♥❞ ❛ ❢❛❝❡✳ ❉❛rts ❛r❡ ❣❧✉❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s αi, i ∈ {0, 1, 2}✱
t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✿ α0 ✭r❡s♣✳ α1✱ α2✮ ❝♦♥♥❡❝ts t✇♦ ✈❡r✲
t✐❝❡s ✭r❡s♣✳ ❡❞❣❡s✱ ❢❛❝❡s✮ ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ❛ s❛♠❡ ❡❞❣❡ ❛♥❞ ❢❛❝❡ ✭r❡s♣✳ ✈❡rt❡① ❛♥❞
❢❛❝❡✱ ✈❡rt❡① ❛♥❞ ❡❞❣❡✮ ✭❋✐❣✳ ✶❆✮✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ αij(d) ❢♦r αj(αi(d))✱ ❛♥❞ ❝❛❧❧
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❋✐❣✳ ✶✳ ✭❆✮ ❆ 2G✲♠❛♣ ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛rts✿ α0 ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② s♠❛❧❧ ❣r❡② s❡❣♠❡♥ts✱
α1 ❜② ❜❧❛❝❦ ❞♦ts ❛♥❞ α2 ❝♦♥♥❡❝ts t✇♦ ❞❛rts ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛❜❡❧✳ ✭❇✮ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t
2G✲♠❛♣ ✇❤❡r❡ ❡❞❣❡ a ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♠♦✈❡❞✳ ❖♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇♦r❞ ✐s W = dbcdcb✳
✭❈✮ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡
❣❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✷ ❡❞❣❡s ❧❛❜❡❧❡❞ a✳
✶✲s❡✇(d1, d2) t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ❧✐♥❦s ❞❛rts d1 ❛♥❞ d2 ❜② α1✳
❉❛rts ♦❢ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ 2G✲♠❛♣ ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ▲❡t✲
t❡r a ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❞❛rt d✱ ❛♥❞ ✐s ❛❧s♦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ dα2✳ ▲❡tt❡r a
✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ dα0 ❛♥❞ t♦ dα2α0✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ d ✐s ❤❡♥❝❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡tt❡r a ✭✐♥❞❡❡❞✱ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ 2G✲♠❛♣ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ 4 ❞❛rts✱
{d, dα0, dα2, dα2α0} ✇❤❡r❡ d ✐s ♦♥❡ ❞❛rt ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ t❤✐s ❡❞❣❡✮✳ ❊❛❝❤ ❞❛rt ✐s
♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✉♥t✐❧ ❛❧❧ ❡❞❣❡s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡tt❡rs
✭❋✐❣✳ ✶❆✮✳
❆ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❧❛❜❡❧❡❞ 2G✲♠❛♣ ❜② s✐♠✲
♣❧✐❢②✐♥❣ ✐t ✐♥t♦ ❛ 2G✲♠❛♣ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ✐s s✐♠♣❧②
❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ ❡❛❝❤ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ❡❞❣❡ ✭❋✐❣✳ ✶❇✮✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r
t♦ t❤❡ ❣❧✉❡ ♦❢ t✇♦ ♣✐❡❝❡s ♦❢ ❛ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛ ✭❋✐❣✳ ✶❈✮✳
❚❤❡ ✇♦r❞ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆r❜✐tr❛r✐❧② t❛❦❡
❛ ❞❛rt d ❛♥❞ ❜❡❣✐♥ t❤❡ ✇♦r❞ ✇✐t❤ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧❡tt❡r✱ t❤❡♥ ❛❞❞ t❤❡ ❧❡tt❡r ♦❢
t❤❡ ❞❛rt dα0α1 ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✜rst ❞❛rt ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥❡①t ❡❞❣❡✮✳ ●♦ ♦♥
❛❞❞✐♥❣ ❧❡tt❡rs ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✉♥t✐❧ t❤❡ ✜rst ❞❛rt ✐s ❢♦✉♥❞ ❛❣❛✐♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② ♦❜t❛✐♥❡❞✳
✸ ❇❛s✐❝ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✏❜❛s✐❝✑ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❡❞❣❡ r❡♠♦✈❛❧ ❛♥❞ ❡❞❣❡ s❤✐❢t✲
✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ tr❛♥s❢♦r♠s ❆ ❛♥❞ ❇ ♦❢ ❬✸❪✳
❚r❛♥s❢♦r♠ ❆✳ ■❢ t❤❡ ✇♦r❞ ✐s ❧✐❦❡ aaX✱ t❤❡♥ ❡❞❣❡ a ✐s ❛ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❡❞❣❡
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✇♦r❞ X ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✮✳
a
X X
aa a
a a
X X X
❆ ❇ ❈
❋✐❣✳ ✷✳ ❚r❛♥s❢♦r♠ ❆✳ ✭❆✮ ❆ 2G✲♠❛♣ ✇✐t❤ ❛ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❡❞❣❡ a ✭❇✮ 2G✲♠❛♣ ❛❢t❡r t❤❡
r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ a✳ ✭❈✮ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛✳
❚❤❡ ❡❞❣❡ s❤✐❢t✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ Sb(a)✱ ♣✉s❤❡s ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢ ❛ 2G✲♠❛♣✱ a✱ ❛❧♦♥❣
t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r ❡❞❣❡✱ b✳ ■t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦r✐✲
❡♥t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❞❣❡ a✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✐♥✈♦❧✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦♥
t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛✳
❚r❛♥s❢♦r♠ B1✳ ■❢ ❡❞❣❡ a ✐s ♦r✐❡♥t❛❜❧❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✮✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇♦r❞
✐s aXabY ✭✇✐t❤ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② X ♦r Y ❡♠♣t②✮✳ ❆❢t❡r Sb(a)✱ t❤✐s ✇♦r❞ ❜❡❝♦♠❡s
baXaY ✿ t❤❡ ❧❡tt❡r ❛❢t❡r a ✐s ♣✉t ❜❡❢♦r❡ a✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❤✐❢t❡❞ ❛❧♦♥❣
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ r♦❧❡s ♦❢ ❛✱ a✱ ❜ ❛♥❞ b ❝❛♥ ❜❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s
✽ ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♦r✐❡♥t❛❜❧❡ ❝❛s❡✳
a b
X
Y
a b c
X
Y
b ca
X
Y
❆ ❈ ❊
Y X
a
b a
Y X
a
c
ab c
Y X
a
cb
Y X
b a c
a c
❇ ❉ ❋
❋✐❣✳ ✸✳ ❚r❛♥s❢♦r♠ B1✳ ✭❆✮ ❆ 2G✲♠❛♣ ✇❤❡r❡ ❡❞❣❡ ❛ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♦r✐❡♥t❛❜❧❡✮ ✇✐❧❧ ❜❡
s❤✐❢t❡❞ ❛❧♦♥❣ ❡❞❣❡ ❜✳ ✭❇✮ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛✳ ✭❈✮ ❛♥❞ ✭❉✮ ✜rst st❡♣✿
❛ ♥❡✇ ❡❞❣❡ ✐s ❛❞❞❡❞✱ ❝✱ ✇❤✐❝❤ ❝✉ts t❤❡ ❢❛❝❡✳ ✭❊✮ ❛♥❞ ✭❋✮ s❡❝♦♥❞ st❡♣✿ ❡❞❣❡ ❛ ✐s
r❡♠♦✈❡❞✱ ✐♥ t✇♦ st❡♣s ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛✱ ❛♥❞ ❡❞❣❡ ❝ ✐s r❡✲❧❛❜❡❧❡❞ ✐♥ ❛✳
❚r❛♥s❢♦r♠ B2✳ ■❢ ❡❞❣❡ a ✐s ♥♦♥✲♦r✐❡♥t❛❜❧❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✮✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
✇♦r❞ ✐s aXabY ✭✇✐t❤ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② X ♦r Y ❡♠♣t②✮✳ ❆❢t❡r Sb(a)✱ t❤✐s ✇♦r❞
❜❡❝♦♠❡s abXaY ✿ t❤❡ ❧❡tt❡r ❛❢t❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ a ✐s ♣✉t ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst a ❛♥❞
♥❡❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❤✐❢t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥
❡①❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❛✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ✹ ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
♥♦♥✲♦r✐❡♥t❛❜❧❡ ❝❛s❡✳
b
a
X
Y
a
b
X
Y
c
b
X
Y
ac
❆ ❈ ❊
Y
a
X
ab
a
Y X
c
ab
c
Y X
c b
a
bac
XY
a c
❇ ❉ ❋
❋✐❣✳ ✹✳ ❚r❛♥s❢♦r♠ B2✳ ✭❆✮ ❆ 2G✲♠❛♣ ✇❤❡r❡ ❡❞❣❡ ❛ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦♥✲♦r✐❡♥t❛❜❧❡✮ ✇✐❧❧ ❜❡
s❤✐❢t❡❞ ❛❧♦♥❣ ❡❞❣❡ ❜✳ ✭❇✮✱✭❈✮✱ ✭❉✮✱ ✭❊✮ ❛♥❞ ✭❋✮ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝❛♣t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳
✹ ❍✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❙❡✈❡r❛❧ ❡❞❣❡ s❤✐❢t✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ t❤r❡❡
♦t❤❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡✱
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈ ❛♥❞ ❉ ✐s ✐♥ O(n)✱ ✇✐t❤ n t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞
♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ♠♦❞✐✜❡s ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ❣✐✈❡♥ 2G✲♠❛♣ ✐♥t♦ ✐ts ✜♥❛❧ ❢♦r♠ ✐♥ O(1)✳
❚r❛♥s❢♦r♠ ❈✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ✇♦r❞ aXaY = aXay1y2 . . . yk✱ ✇❤❡r❡ a ✐s ❛
♥♦♥✲♦r✐❡♥t❛❜❧❡ ❡❞❣❡✱ ✇❡ s❤✐❢t ❡❞❣❡ a s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ ✇♦r❞ ayk . . . y2 y1Xa
❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② aY −1Xa✳
❖♣t✐♠✐③❡❞ ❚r❛♥s❢♦r♠ ❈ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦✳ ✶✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ Y ✐♥t♦
Y −1 ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❤❡r❡ ✐♥ O(1)✳
❆❧❣♦ ✶✿ ❚r❛♥s❢♦r♠ ❈✭❛✮
✶✲s❡✇✭α01(da)✱α201(da)✮❀
✶✲s❡✇✭α1(da)✱α0(da)✮❀
✶✲s❡✇✭da✱α20(da)✮❀
Y X
da da
Y X
❆ ❇
❋✐❣✳ ✺✳ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ❚r❛♥s❢♦r♠ ❈✳ ✭❆✮ 2G✲♠❛♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ aXaY ✳ ✭❇✮ 2G✲♠❛♣
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ ❆❧❣♦✳ ✶ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ aaY −1X✳
❚r❛♥s❢♦r♠ ❉✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ✇♦r❞ aXbY aUbV ✱ ✇❤❡r❡ a ❛♥❞ b ❛r❡ ♦r✐❡♥t❛❜❧❡
❡❞❣❡s✱ ✇❡ s❤✐❢t ❡❞❣❡ b t♦ ♦❜t❛✐♥ ✇♦r❞ abY aUbXV ✳ ❚❤❡♥ ✇❡ s❤✐❢t ❡❞❣❡ b ♦❜t❛✐♥
✇♦r❞ abaUY bXV ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤✐❢t ❡❞❣❡ a t♦ ♦❜t❛✐♥ ✇♦r❞ UY ababXV ✇❤✐❝❤
✐s ❡q✉❛❧ t♦ ababXV UY ✳
❆❧❣♦ ✷✿ ❚r❛♥s❢♦r♠ ❉✭❛✱❜✮
✶✲s❡✇✭α1(da)✱α21(da)✮❀
✶✲s❡✇✭α1(db)✱α21(db)✮❀
✶✲s❡✇✭da✱α201(da)✮❀
✶✲s❡✇✭α01(db)✱α201(db)✮❀
✶✲s❡✇✭α2(db)✱α01(da)✮❀
✶✲s❡✇✭α2(da)✱α02(db)✮❀
✶✲s❡✇✭db✱α0(da)✮❀
✶✲s❡✇✭α20(da)✱α0(db)✮❀
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❋✐❣✳ ✻✳ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ❚r❛♥s❢♦r♠ ❉✳ ✭❆✮ 2G✲♠❛♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ aXbY aUbV ✳
✭❇✮ 2G✲♠❛♣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ ❆❧❣♦✳ ✷ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ababXV UY ✳
❖♣t✐♠✐③❡❞ ❚r❛♥s❢♦r♠ ❉ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦✳ ✷✳
❚r❛♥s❢♦r♠ ❊✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ✇♦r❞ ababccX✱ ✇❡ s❤✐❢t ❡❞❣❡ c t♦ ♦❜t❛✐♥ ✇♦r❞
abcbacX✳ ❚❤❡♥ ✇❡ s❤✐❢t ❡❞❣❡ a t♦ ♦❜t❛✐♥ ✇♦r❞ aabcbcX✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ s❤✐❢t ❡❞❣❡
b t♦ ♦❜t❛✐♥ ✇♦r❞ aabbccX ≃ aabbccX
❖♣t✐♠✐③❡❞ ❚r❛♥s❢♦r♠ ❊ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦✳ ✸✳
❆❧❣♦ ✸✿ ❚r❛♥s❢♦r♠ ❊✭❛✱❜✱❝✮
✶✲s❡✇✭α0(da)✱α2(da)✮❀
✶✲s❡✇✭α02(da)✱db✮❀
✶✲s❡✇✭α0(db)✱α2(db)✮❀
✶✲s❡✇✭α02(db)✱dc✮❀
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❋✐❣✳ ✼✳ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ❚r❛♥s❢♦r♠ ❊✳ ✭❆✮ 2G✲♠❛♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ababccX✳ ✭❇✮ 2G✲♠❛♣
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ ❆❧❣♦✳ ✸ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ aabbccX✳
✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❚❤✐s ♣❛♣❡r ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛t❛ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
♠❛♣s✳ ❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❛
2G✲♠❛♣✱ ❜② s✐♠♣❧② ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✸❪✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠♦❞✐❢② t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ❛ ✇♦r❞ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐t✳ ■t ✐s t❤✉s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ♠❛♥❛❣❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ 2G✲♠❛♣ ❧✐❦❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❡✳❣✳
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs✳ ❖t❤❡r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥
✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠❛♣s✳
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